ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ Ι

Λύσεις εξετάσεων Φεβρουαρίου 2005

ΘΕΜΑ 1 (20 μονάδες)

Ένα κουτί περιέχει 3 κόκκινες και 5 λευκές μπάλες, ενώ ένα δεύτερο κουτί περιέχει 4 κόκκινες και 2 λευκές μπάλες. Διαλέγουμε τυχαία 2 μπάλες από το πρώτο κουτί και τις τοποθετούμε στο δεύτερο κουτί χωρίς να παρατηρήσουμε το χρώμα τους. Κατόπιν διαλέγουμε μία μπάλα από το δεύτερο κουτί. Ποια είναι η πιθανότητα η μπάλα αυτή να είναι λευκή;

Λύση. Διακρίνουμε 3 περιπτώσεις για το πρώτο κουτί. Να διαλέξουμε 2 κόκκινες μπάλες (ΚΚ) ή 2 λευκές (ΛΛ) ή μία κόκκινη και μία λευκή (ΚΛ). Υπολογίζουμε την πιθανότητα κάθε περίπτωσης.
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Για το δεύτερο κουτί υπολογίζουμε τις υπό συνθήκη πιθανότητες να διαλέξουμε λευκή μπάλα.


[image: image4.wmf]4

1

2

6

0

2

)

|

(

=

+

+

=

KK

L

P



[image: image5.wmf]2

1

2

6

2

2

)

|

(

=

+

+

=

LL

L

P



[image: image6.wmf]8

3

2

6

1

2

)

|

(

=

+

+

=

KL

L

P


Εφαρμόζοντας το θεώρημα ολικής πιθανότητας έχουμε για την πιθανότητα να διαλέξουμε λευκή μπάλα
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ΘΕΜΑ 2 (30 μονάδες)

1) Να υπολογισθεί η μέση τιμή και η μεταβλητότητα τυχαίας μεταβλητής 
[image: image8.wmf]X

 με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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όπου 
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 σταθερά. 

2) Δίνονται ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές 
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 που ακολουθούν κανονική κατανομή  με μέση τιμή 
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 και μεταβλητότητα 
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. Να υπολογισθούν οι ακόλουθες πιθανότητες:

i) ακριβώς μία εκ των 
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 να έχει τιμή στο διάστημα από –1 έως 2.

ii) το άθροισμά τους να είναι μεγαλύτερο από 10. 

Λύση. 1) Κατ’ αρχήν υπολογίζουμε την τιμή της σταθεράς 
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 από τη σχέση
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Αντικαθιστώντας όπου 
[image: image17.wmf]k

 την τιμή 1 έχουμε
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2) i) Πρέπει να υπολογίσουμε την πιθανότητα μία από τις 
[image: image21.wmf]2
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 να ανήκει στο διάστημα [-1,2] και η άλλη να μην ανήκει σε αυτό το διάστημα. Επειδή οι 
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 είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, αυτή η πιθανότητα ισούται με 
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Μετατρέποντας στην ανηγμένη κανονική μεταβλητή 
[image: image24.wmf]Z

 έχουμε


[image: image25.wmf])

1

2

(

2

1

])

2

,

1

[

(

])

2

,

1

[

(

2

1

-

£

£

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

£

£

-

-

=

-

Î

=

-

Î

Z

P

Z

P

X

P

X

P

s

m

s

m

.

Λόγω συμμετρίας της κανονικής κατανομής και με χρήση του αντίστοιχου πίνακα έχουμε
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Άρα 
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και η ζητούμενη πιθανότητα ισούται με 
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ii) Το άθροισμα κανονικών τυχαίων μεταβλητών είναι επίσης κανονική τυχαία μεταβλητή με μέση τιμή και μεταβλητότητα τα αθροίσματα των μέσων τιμών και μεταβλητοτήτων. Άρα
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Λόγω συμμετρίας της κανονικής κατανομής περί τη μέση τιμή της έχουμε
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ΘΕΜΑ 3 (30 μονάδες)

1) Μηχανή παράγει εξαρτήματα το βάρος των οποίων ακολουθεί κανονική κατανομή. Σε τυχαίο δείγμα 5 εξαρτημάτων μετρήθηκαν τα εξής βάρη (σε kg):

6,6  4,6  5,4  5,8  5,5

i) Να βρεθεί το 95% διάστημα εμπιστοσύνης για το μέσο βάρος.

ii) Ποιο είναι περίπου το απαιτούμενο μέγεθος δείγματος ώστε η πιθανότητα το σφάλμα εκτίμησης να υπερβεί τα 0,3 kg να είναι το πολύ 2%;

2) Η προαναφερθείσα μηχανή παράγει ελαττωματικά εξαρτήματα σε ποσοστό 10%. Ποια είναι η πιθανότητα το ποσοστό ελαττωματικών σε δείγμα 100 εξαρτημάτων να υπερβαίνει το 12%;
Λύση. 1) i) Υπολογίζουμε τη μέση τιμή και τη μεταβλητότητα του δείγματος.
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Επειδή το δείγμα είναι μικρό, τα όρια του 95% διαστήματος εμπιστοσύνης είναι τα
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ii) Για 
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 το μέγεθος του δείγματος πρέπει να είναι
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2) Έχουμε 
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. Για μεγάλα δείγματα το ποσοστό ελαττωματικών 
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 ακολουθεί προσεγγιστικά κανονική κατανομή με μέση τιμή 
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 και μετατρέποντας στην ανηγμένη κανονική μεταβλητή έχουμε
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ΘΕΜΑ 4 (20 μονάδες)

Για τη σύγκριση δύο ποικιλιών σιταριού, η πρώτη καλλιεργήθηκε σε 9 τυχαία επιλεγέντα αγροτεμάχια με μέση στρεμματική απόδοση 94,3 kg και τυπική απόκλιση 5,7 kg, ενώ η δεύτερη καλλιεργήθηκε σε 7 τυχαία επιλεγέντα αγροτεμάχια με μέση στρεμματική απόδοση 85,7 kg και τυπική απόκλιση 6,2 kg.

1) Αν υποθέσουμε ότι οι αποδόσεις των δύο ποικιλιών ακολουθούν κανονικές κατανομές με ίσες μεταβλητότητες, να ελεγχθεί σε επίπεδο σημαντικότητας 0,05 αν η πρώτη ποικιλία έχει μεγαλύτερη απόδοση από τη δεύτερη.

2) Είναι η υπόθεση των ίσων μεταβλητοτήτων του προηγούμενου ερωτήματος δικαιολογημένη σε επίπεδο σημαντικότητας 0,10;

Λύση. 1) Πρώτα υπολογίζουμε μία εκτίμηση της κοινής μεταβλητότητας με βάση τις μεταβλητότητες των δύο δειγμάτων.
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Επειδή ο έλεγχος είναι μονόπλευρος, το στατιστικό βάσει του οποίου θα γίνει ο έλεγχος είναι το
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και η κρίσιμη τιμή με την οποία συγκρίνεται είναι η 
[image: image45.wmf].
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 Άρα μπορούμε να δεχθούμε ότι η πρώτη ποικιλία έχει μεγαλύτερη απόδοση από τη δεύτερη.

2) Η υπόθεση των ίσων μεταβλητοτήτων γίνεται δεκτή αν
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Έχουμε 
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. Άρα μπορούμε να δεχθούμε ότι οι μεταβλητότητες είναι ίσες.

ΘΕΜΑ 5 (10 μονάδες)
Δείγμα μεγέθους 100 έχει μέση τιμή 8. Μπορούμε να δεχθούμε σε επίπεδο σημαντικότητας 0,05 ότι το δείγμα προέρχεται από πληθυσμό που ακολουθεί κατανομή Poisson με μέση τιμή 7;

Λύση. Η μέση τιμή και η μεταβλητότητα της κατανομής Poisson είναι ίσες. Αν λοιπόν ένα δείγμα μεγέθους 
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 προέρχεται από πληθυσμό Poisson με μέση τιμή 
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 έχουμε
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Αν επιπλέον το δείγμα είναι μεγάλο, η μέση τιμή του ακολουθεί προσεγγιστικά κανονική κατανομή, δηλαδή
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Άρα, για 
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Έχουμε 
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_1170926415.unknown

_1170931296.unknown

_1170932586.unknown

_1170936003.unknown

_1170938264.unknown

_1170940289.unknown

_1170940374.unknown

_1170940442.unknown

_1170940621.unknown

_1170940314.unknown

_1170940002.unknown

_1170940191.unknown

_1170939910.unknown

_1170939954.unknown

_1170939879.unknown

_1170938134.unknown

_1170938233.unknown

_1170937923.unknown

_1170935534.unknown

_1170935800.unknown

_1170932762.unknown

_1170931876.unknown

_1170932239.unknown

_1170932358.unknown

_1170932107.unknown

_1170931793.unknown

_1170931812.unknown

_1170931571.unknown

_1170928165.unknown

_1170928651.unknown

_1170931206.unknown

_1170928518.unknown

_1170926646.unknown

_1170927971.unknown

_1170926612.unknown

_1170924534.unknown

_1170925296.unknown

_1170925476.unknown

_1170925860.unknown

_1170925408.unknown

_1170925017.unknown

_1170925256.unknown

_1170924972.unknown

_1170923505.unknown

_1170924495.unknown

_1170924509.unknown

_1170923600.unknown

_1170923647.unknown

_1169103263.unknown

_1169103961.unknown

_1169104016.unknown

_1170923104.unknown

_1169103438.unknown

_1169103912.unknown

_1169103201.unknown

