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Αρχές Διατήρησης – Θεμελιώδεις Διαφορικές Εξισώσεις

Eulerian Όγκος Ελέγχου –Ακίνητος Όγκος Ελέγχου
Ακίνητος Παρατηρητής μεταβολών στον όγκο ελέγχου 
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Αρχή διατήρησης σε διαφορική μορφή μπορεί να διατυπωθεί για 
οποιαδήποτε φυσική ποσότητα ανηγμένη ανά μονάδα μάζας, φ.   
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Jx: x συνιστώσα της μεταφερόμενης φυσικής ποσότητας ανά μονάδα χρόνου 

και επιφάνειας με διαστάσεις,  , αγγλικά flux.






π.χ. για μεταφορά ορμής το flux ορίζεται ως εξής 22
sm

kg
sm
s
mkg












διαστάσεις πίεσηςΓια τον όγκο ελέγχου (ΟΕ) ισχύει:





































ΟΕ στον
Ποσότητας Φυσικής Κατανάλωση

ΟΕ στον
Ποσότητας Φυσικής Παραγωγή

ΟΕ στον
Ποσότητας Φυσικής Εισροή

ΟΕ  ττοαπό
Ποσότητας Φυσικής Εκροή

ΟΕ στον
Ποσότητας Φυσικής Συσσώρευση
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ό φ: εντατική ποσότητα

φΜ: εκτατική ποσότητα

 Συσσώρευση Φυσικής Ποσότητας Φυσική Ποσότητα: dxdydz
t ό  ανά μονάδα χρόνου

  
      

3 3 2

mkgΠαραγωγή Φυσικής Ποσότητας Παραγωγή Ορμής kg ms: q dxdydz . . g
Χρόνος Όγκος s m m s  ανά μονάδα χρόνου

 
        



Κατανάλωση Φυσικής Ποσότητας Ρυθμός Αντίδρασης Συστατικού i: R dxdydz . . R
Χρόνος Όγκος  ανά μονάδα χρόνου
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1ΟΕ στον Ποσότητας
Φυσικής Εισροή

ΟΕ  ττοαπό Ποσότητας
Φυσικής Εκροή

 ii
CS

AnJdAnJ 

ρυθμός ροής φυσικής ποσότητας ανά μονάδα χρόνου και επιφάνειας 
κάθετα σε συγκεκριμένη επιφάνεια zyx J,J,JJ 



Συνιστώσα της ροής φυσικής ποσότητας δια μέσου επιφάνειας 
κάθετης στον άξονα x, ευρισκόμενης στην θέση xxJ

Συνιστώσα της ροής φυσικής ποσότητας δια μέσου επιφάνειας 
κάθετης στον άξονα x, ευρισκόμενης στην θέση x+ΔxxxJ 

Συνολικός ρυθμός καθαρής εκροής (εκροή-εισροή) 
της ποσότητας από τον ΟΕ στην διεύθυνση x
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Για τις τρεις διευθύνσεις έχουμε

    VJVz,y,xOdxdydz
z
J

y
J

x
J zyx 
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Απλοποιημένο Ολοκληρωτικό Ισοζύγιο



Συνολικά έχουμε  
     

   x , y, z 0

J dxdydz V O x, y, z q R dxdydz
t

J q R 1
t
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 Ρυθμός καθαρής εκροής ανά μονάδα όγκου

Διαφορικό Ισοζύγιο



Διατήρηση Συνολικής Μάζας - Ολοκληρωτική Μορφή

   

     

Θεώρημα Μεταφοράς
rReynolds
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Gauss V 0

CV CV CV

dm d0 dV u n dA dV u n dA 0
dt dt t

dV u dV u dV 0 u 0
t t t



  

    

  

    


 


       



                   

   

  

Λαγκραντζιανή αναπαράσταση για κάθε σωματίδιο
Χρήση Υλικής Παραγώγου

Διατήρηση Συνολικής Μάζας – Διαφορική Μορφή
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 Ρυθμός ροής μάζας ανά 
μονάδα επιφάνειας

Εάν δεν υπάρχουν πηγές ή καταβόθρες στον ΟΕ 
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Εξίσωση Συνέχειας
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Για ασυμπίεστο ρευστό 0u0
Dt
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Για μόνιμη ροή   0u0
t



 



Νόμοι που Διέπουν την Διάχυση

Νόμος Fourier

Νόμος Fick

Νόμος Newton για 
Νευτωνικά ρευστά

Ρυθμός ροής εντατικής ποσότητας φ DuJ


συναγωγή διάχυση
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i i i i i i2
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D molc , D , c
MW s m MW


       

 

Εναλλακτικά και προκειμένου να φανεί η 
αναλογία με την μεταφορά μάζας και 
θερμότητας 
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συμμετρικοί τανυστές

Πίεση : ισοτροπικό μέρος 
τανυστή τάσεων

Για ασυμπίεστο 
Νευτωνικό Ρευστό  TP pI pI u u      

  

 TT P pI pI u u          
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Συντελεστές Διάχυσης



Μεταφορά Μάζας
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ωi: κλάσμα μάζας i συστατικού μίγματος

: ρυθμός μεταφοράς μάζας i συστατικού μέσω συναγωγής

iD :


ρυθμός μεταφοράς μάζας i συστατικού μέσω διάχυσης
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ci: συγκέντρωση συστατικού i

ΜWi: μοριακό βάρος συστατικού i
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Για μίγμα n συστατικών ισχύει
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Θεώρημα Μεταφοράς
r

CV CS CV CS

T

CV CS CV

dP dF udV u u n dA gdV T ndA
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Μεταφορά Ορμής σε Ολοκληρωτική Μορφή

• Νόμος του Νεύτωνα για ακίνητο ΟΕ

Παραγωγή Ορμής
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Εναλλακτικά

Μεταφορά Ορμής σε 
Διαφορική Μορφή

 TuuIpIpT   

Τανυστής Ιξωδών τάσεων για Νευτωνικό ρευστό

J uu P  


:T Τάσεις ασκούμενες από το περιβάλλον στο ρευστό



Μεταφορά Ορμής σε Διαφορική Μορφή
m m m

J uu P u    
 

ταχύτητα και διαχεόμενη ορμή κατά την διεύθυνση m, όχι κατ΄ ανάγκη 
παράλληλη με μία από τις 3 καρτεσιανές διευθύνσεις:P,u mm
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g: συνιστώσα βαρύτητας στην m διεύθυνση

Σε μορφή Καρτεσιανών Τανυστών
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    Εξίσωση Κίνησης 

Συνεχούς Μέσου 
(ΕΚΣΜ)

:T Τάσεις ασκούμενες από το περιβάλλον στο ρευστό
P : Τάσεις ασκούμενες από το ρευστό στο περιβάλλον

m mP :  Άνυσμα τάσης σε επίπεδο με κάθετο διάνυσμα το e
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Για ασυμπίεστο ρευστό: 0
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με σταθερό ιξώδες:

Navier-Stokes

Για άτριβη ροή:
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Εξισώσεις Euler
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Εξίσωση Μηχανικής Ενέργειας Ιξώδης ΣκέδασηΣυμπιεστότητα

Για Νευτωνικό ρευστό:
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Συνεπώς για την μεταβολή της μηχανικής ενέργειας σε διαφορική μορφή ισχύει:
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Ρυθμός 
Μεταβολής 
Μηχανικής 
Ενέργειας

Αξονικό 
Έργο

Αντιστρεπτές 
Απώλειες 
Μηχανικής 

Ενέργειας λόγω 
Συμπιεστότητας

Αναντίστρεπτες 
Απώλειες 
Μηχανικής 

Ενέργειας λόγω 
Ιξώδους 
Σκέδασης



Ρυθμός Συσσώρευσης 
Εσωτερικής & Μηχανικής 
Ενέργειας στον ΟΕ 

Ρυθμός Καθαρής 
Παραγωγής 
Θερμότητας στον  
ΟΕ μέσω Πηγών 
Ενέργειας

Μεταφορά Ενέργειας
Πρώτος Θερμοδυναμικός Νόμος (για Σύστημα)

Ρυθμός Μεταβολής
Ενέργειας Συστήματος

 Ρυθμός Μεταφοράς 
Θερμότητας από το 
Περιβάλλον προς το 
Σύστημα

 Ρυθμός Παραγωγής Έργου από 
το Περιβάλλον προς το Σύστημα

Για Όγκο Ελέγχου
Ρυθμός Μεταβολής 
Ενέργειας Συστήματος

 Ρυθμός Καθαρής Εκροής 
Εσωτερικής & Μηχανικής 
Ενέργειας από τον ΟΕ



Ρυθμός Καθαρής Εκροής 
Εσωτερικής & Μηχανικής 
Ενέργειας

Συναγωγή

Διάχυση

Λόγω Βαθμίδας 
Θερμοκρασίας

Λόγω Βαθμίδας 
Ταχύτητας



Ρυθμός Καθαρής 
Παραγωγής 
Θερμότητας στον  
ΟΕ μέσω Πηγών 
Ενέργειας

Αφορά στην μεταβολή του ενεργειακού περιεχομένου άλλων 
μορφών ενέργειας, π.χ. χημικής, πυρηνικής, μηχανικής κτλπ, που 
υπάρχουν μέσα στο Σύστημα ή στον Όγκο Ελέγχου κατά την 
διάρκεια της μελετούμενης διεργασίας, και η οποία ισοδυναμεί με 
ογκομετρικό ρυθμό παραγωγής θερμότητας

Συνήθως πηγαίνουν 
στο δεξιό μέλος και 
συμβολίζουν 
εναλλαγή θερμότητας 
και έργου στα όρια 
του συστήματος



   

   

Θεώρημα Μεταφοράς
Reynolds
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Leibniz
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ειδική ενθαλπία υψόμετρο

 
2 2u u=e+ +zg, J= e+ +zg u+D, D=q+W=-k T- T u

2 2
 

    
 

     

S : ρυθμός παραγωγής θερμότητας λόγω εσωτερικών πηγών

Ολοκληρωτική Μορφή Εξίσωσης Διατήρησης Συνολικής Ενέργειας

Q W
 sW



Διαφορικό Ισοζύγιο Ενέργειας

       u q W S u q W S
t t

   
                 

 

       

 q k T :     
  

Ρυθμός καθαρής εισροής θερμότητας ανά μονάδα 
όγκου, λόγω διάχυσης από το περιβάλλον προς τον ΟΕ

     W T u pu u :

T pI

             

   

       Ρυθμός παραγωγής έργου από το 
περιβάλλον προς τον ΟΕ μέσω διατμητικών 
τάσεων και πίεσης ανά μονάδα όγκου 
“Ρυθμός διάχυσης μηχανικής ενέργειας”

Νόμος Fourier
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 διάνυσμα βαρύτητας σε διατηρητική μορφή
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Διαφορική Μορφή Εξίσωσης Διατήρησης 
Συνολικής Ενέργειας
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, :Ταχύτητα Όγκου Ελέγχου στις 
                             Διεπιφάνειες με το Περιβάλον

 
              

 
 

   
        

   
  r r CV
CS CV CS CS

r CV CV

pgz u n dA p u u dV u ndA u T ndA

u u u u

 


     
2D u / 2 gz

pu u p u : u
Dt


            

      

Διαφορική Μορφή Εξίσωσης Διατήρησης 
Μηχανικής Ενέργειας
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 • Η σκέδαση της μηχανικής 
ενέργειας είναι πάντα θετική 
π.χ. για Νευτωνικά ρευστά

•Αντιστοιχία με δεύτερο 
θερμοδυναμικό νόμο

Σκέδαση μηχανικής 
ενέργειας

Ολοκληρωτική Μορφή Εξίσωσης Διατήρησης Μηχανικής Ενέργειας

Αξονικό Έργο
sW

 Έργο τριβών στα
όρια του συστήματος

W

 Έργο Απωλειών
lW

Απώλειες λόγω 
Συμπιεστότητας



Εξίσωση 
Συνολικής 
Ενέργειας

 Εξίσωση 
Μηχανικής 
Ενέργειας
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Για συμπιεστό ρευστό 
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Εξίσωση Διατήρησης 
Θερμικής Ενέργειας


